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【はじめに】

　フーリエ級数の歴史は周期的な現象の三角関数に
よる表現から出発した。フーリエ（1768 － 1830）
が原点とされる。ジャン・バティスト・ジョセフ・
フーリエは1768年 3月21日フランスのオセールで
仕立て屋の息子として生まれた。フーリエについて
の読み応えのある伝記がある[4]。彼の生きた時代
はフランス革命（1789－1794）やナポレオン（1769
－1821）のそれに重なる。この時代のフランスの人々
と同様，フーリエも自国に起こった大きな社会の変
革とそれに伴う社会の混乱によって翻弄された。
　フーリエの生まれる1世紀前は，ニュートン（1643
－ 1727）がケプラーやガリレオそしてデカルトら
の所産をうけつぎ，微分学や積分学を発見しそして
それを駆使して動力学や天体力学を打ち立て，その
後，ベルヌーイ一族，オイラー , ダランベールなど
近世数学史上の巨人達が「力」の係る物理現象の数
学的側面，数理物理学の構築にたずさわった時代で
ある。若きフーリエは，ベル[4]によれば，ニュー
トンやパスカルが自分と同年齢の頃（それは1世紀
以上も前のことになるが）すでに得ていた名声をま
だ手にしていなかった。彼は1804年，熱伝導の問
題に着手し，フーリエの法則を見出した。それをも
とに有限長の熱伝導体での熱の分布を表わす熱伝導
方程式と呼ばれる拡散型の偏微分方程式を導き，導

体内の熱の振る舞いについて論文を書いた。この方
程式を解くには導体の2つの端点における境界条件
と導体の長さ方向に沿う初期条件が設定されていな
ければならない。これらの条件にかなう解を求める
のが課題である。1807 年フーリエはフランス学士
院に熱伝導についての論文を提出した。曲折はあっ
たがこの論文は有望とみなされ，1812 年フランス
学士院は熱拡散の数理理論に関する懸賞問題をだし
た。彼は1807年の改定版を提出し，賞を勝ち得た。
審査員はラプラス，ラグランジュ，およびルジャン
ドルであった。彼らはフーリエの研究の新奇さと重
要性は認めつつも数学的な取扱いに欠陥があり正確
さに欠けていると指摘した。そこで彼は研究の第3
版を本の形でまとめ，1822 年に「熱の解析的理論
(Théorie analytique de la chaleur)」として出版し
た。これは600ページを越す大作であったという[4]。
フーリエの扱った熱伝導方程式は初期条件と境界条
件を与えて解ける。この場合熱伝導体と同じ長さの
区間で定義された関数をあつかわねばならない。こ
のような関数を扱うためにフーリエはそれを三角級
数で表現したのである。

【当時の状況】

 古代の人たちは測量術とかかわって円周率を求め
ようとしたが，古代ギリシャでは太陽と月の運行を
知るために円弧と弦の関係がしらべられた。円周角
を360度とする度数法は古代バビロニアで考案され，
これはいまでもふつうに使われている。角というと
三角形の角を思い出すがこれは静止している角であ
って，天球上の太陽の動きは円周上の動点がつくる
角としてとらえられる。BC 2世紀のギリシャでは
すでに，そのほかバビロニアやインドでも「弦の表」
がつくられていたと言われる[2]。科学では角度は
孤度法で測る。孤度法では円周上を動いた距離と半
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（2） Σf (t)= [ an cos(2n t / T ) +bn sin(2n t /T ) ] ,π π
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（1） f (n)= 2 f (x)sin n x dxπ
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径との比で中心角を測る。したがって円周角は2 πで，
角度は無次元数となる（単位はラジアン）。すると
角度θに対する sin θは普通の関数とみなせる。三
角法で孤度法を使うことの利点は微積分でははかり
しれない。度数法では煩雑になりすぎる。
　正弦や余弦を sin や cos で表すこと，複素数の概
念はすでに存在していたし， －1 を表わす記号 i，
円周率記号 π，自然対数とその底（e で表す），関
数を f (x) で表す表記法，和記号，微積分や偏微分
記号，オイラーの公式，関数のベキ級数展開，種々
の物理現象の動的振る舞いを記述する微分方程式や
偏微分方程式はフーリエの時代には周知であった。
幾何学の問題を解くのに座標系を用いたのはデカル
ト（1596 － 1650）だから，単位円周上を等速円運
動する点の x, y 軸への射影としての三角関数の概念
もあっただろう。
　ところで「無限」という概念はいつ人類が手にし
たのか。これは意外に古く無理数の概念を手にした
頃，すなわち，ピタゴラス（BC572 － BC492?）の
時代であったという [2]。例えば正方形の対角の長
さは辺の長さの　2 倍であり，　2 は小数点以下が
無限に続く数として表わされることが知られていた。
循環小数などと異なりその素性は誰にも分からない。
大きく時代は下るが，ガリレイ（1564 － 1642）の
頃には無限の概念は少なくとも数学者の間には定着
していた。実際，無限をあらわす記号 ∞ はウォリ
ス（Wallis, 1655）が無限算術に使っていたという。

「無限」の集合論的意味はカントール（1845－1918）
やゲーデル（1906 － 1978）を待たねばならないが，
級数の収束で使う無限は個数の無限でよい。収束の
概念はどうだろうか。フーリエの時代の関数のベキ
級数展開の収束は点ごとの収束であった。しかし，
収束するかどうか不明の三角級数に f ( t ) を掛けて
周期 T で積分することで係数を求めるというやり
方なので，「おおらか」（森毅）な時代であったという。
　境界値問題を三角関数の級数を使って解くアイデ
ィアもすでにあったようだ。ダランベール（1717
－ 1783）はバイオリンの弦（長さ 1 とする）の振
動を扱った。時刻 t　0 と位置 x の関数としての弦
の変位 u(t, x) は波動方程式に従う。この解は弦の
両端での変位を定める境界条件（u(t, 0)=u(t, 1 )=0
とする）と，弦の長さ方向の初期の変位とその速度
を与えることで解ける。それによって方程式の解は

弦の両端では u =0 となり互いに反対方向に速度 1
で動く2つの波の重ねあわせ，ダランベールの公式：
u(t, x)=(1/2)[f(x+t)+f(x-t)]，として与えられる。
ここで，f は境界条件と初期条件から決まる周期 2
の奇関数である。オイラー（1707 － 1783）は，関
数 f は周期 2 の正弦関数の級数に展開できると述べ
た（1748）。ダニエル・ベルヌーイ（1753）とラグ
ランジュ（1759）は同じアイディアを互いに批判
しながら前進させた。正弦級数の係数を計算する処
方箋はオイラー（1777）が与えた[5]。

　これを係数とする三角級数には後にフーリエの名
前が冠せられる。

【フーリエの命題と解決】

　フーリエの寄与は 1807 年の熱伝導方程式に関す
る論文に始まることはすでに述べた。この研究でフ
ーリエは，「任意関数を有限区間で三角関数の無限
級数で表現する」という可能性を主張し，熱伝導の
問題で扱う簡単な関数について証明を与えた。後に
フーリエはこの命題が，彼自身は厳密な証明は与え
なかったが，簡単な関数ばかりでなく任意の関数に
対して成り立つと言って憚らなかった。フーリエの
この考え方を，今日的に言えば，「時間に関する任
意の周期関数 f は同じ周期 T の sine と cosine の三
角関数の無限級数の和として表せる」というもので
ある。

T =1 であってもなんら一般性を失わないし，変数
は時間 t でなくて空間変数 x であってもよい。以後，
この命題の精密化や成立のための条件の探求を巡っ
て多くの数学者が登場する。
　17 世紀には関数を表すのにベキ級数展開が使え
ることが知られていた。例えば，単位円周の弧長す
なわち角度2x に対する半弦の長さ y は，y=sin x で
与えられるが，そのベキ級数展開はニュートンがす
でに一般的な２項展開(a+b)αを利用して予想して
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いたし，exや log(1+x) などのベキ級数も知られて
いた [2]。この場合注意すべき点は2つある。ひと
つは，ベキ級数展開は│ x │＜ 1でのみ有効であり，
もう一つは，{xn}は今風にいえば直交系を構成して
いないので，各 xnが yの値にどのように寄与して
いるか分からないということである。その限りでは，
フーリエの級数表示は区間（周期）での直交関数系
での展開を予想させるものであり，フーリエの勘の
鋭さを示すような気がしてならない。ともあれ，フ
ーリエの命題については，「各点」収束，「一様」収
束，「概」収束，「ノルム」収束のための関数 f に課
せられる必要条件，そして，有限区間でのフーリエ
級数の問題から無限区間でのフーリエ積分の問題へ
と進展する。さらに収束する三角級数に対応する関
数 f の存在も問題となる。フーリエ係数が求められ
るためには，関数は区間（周期）で積分が可能でな
ければならない。そうでない関数は除外される。事
実，扱える関数のクラスを広げるために大学初年次
に習うコーシー風の積分から，リーマン積分，ルベ
ーグ積分が登場した。ただし歴史は関数の可積分性
ではなくて，関数の区間における振る舞いのほうか
ら出発した。もし関数に不連続点があると，その点
でフーリエ級数は収束するのかしないのか，収束す
るとすればどんな値に収束するのか。関数 f (x) を
フーリエ級数で表わすことの厳密な証明を始めて与
えたのはディリクレ（1829）である。ディリクレ
は f (x ) の展開区間におけるフーリエ級数の和は
f (x) が有限個の通常の不連続をもつときに限って
有限であることを示した。ところで収束の必要条件
は，n次の係数が nとともに0に近づくことである。
ハミルトン（1843）はフーリエ級数の収束の議論で，
もし f が区間[a,b] で連続ならば，

であることを示した[5]。
　リーマン（1826－ 1866）はコーシーが与えた連
続関数の積分の定義を一般化し，今日リーマン積分
と呼ばれるものを導入した。フーリエ級数の収束の
議論が“積分”の概念を拡張する誘因となった。積
分の概念の画期的な拡張がルベーグ（1902）によ
ってなされた。さらに関数空間の概念が導入され，
それに含まれる関数間の距離が定義され，収束の概
念がより明確になった。

　ハミルトンの結果（3）はリーマンとルベーグ（1875
－ 1941）によって連続関数から可積分関数に拡張
され，いまではリーマン－ルベーグの補題として知
られている。ハミルトンの寄与は忘れられた [3]。
この補題から，ある関数のフーリエ級数のある点で
の収束性はこの点のごく近傍の狭い区間における関
数の振る舞いにのみ依存することが導かれる。それ
を用いてディニ（1880）やジョルダン（1881）は
収束の判定条件を与えた。応用上はこれらの収束条
件で十分である。フェエール（Fejér, 1904）はフー
リエ級数の部分和 SN(x)の収束を考えることで，状
況は大きく単純化されることを示した。すなわち，
f がルベーグ可積分ならば，ゼロ集合の点をのぞい
てすべての点 x で SN(x) → f (x ) である。さらに
fが点 xで連続ならば，S N(x ) → f (x)。さらに fが
いたるところで連続ならば，収束は一様である。フ
ェエールはこのようにしてワイヤストラスの定理
（1885）「周期 2 πの連続な周期関数は三角多項式
　　　　　　で一様に近似できる」の単純な証明を
得た[1,5]。
　ドラバレ・プサン（De la Vallee Poussin, 1893）は
フーリエ級数　　　　　　をもつリーマン可積分関
数 f に対して

を示した。これは通常パーセバルの等式と呼ばれる。
歴史的な視点にたてば等式の名称はピタゴラスに帰
すこともできる[5]。
　L2 = L2 [0, 2 π]をルベーグの意味で2乗可積分な
関数の全体とする。フリジェシュ・リース（1907, 
Frigyes Riesz, 1880－1956 ）とフィッシャー（1907）
は独立にパーセバルの式の逆を見出した。「級数
　　　　　が収束するような複素数の任意の列 {cn}

に対して，式（4）が成立するようなフーリエ級数
　　　　　をもつ L2の関数 fが存在する。」フィッシ
ャーはルベーグ積分の枠組みでこれがより一般的な
結果の系であることも示した。「{fn}を L2 = L2 [a,b]

の関数列とし，　　　　　　　　　　　　　とする
（コーシーの収束条件）。このとき，L2の関数 fが存
在して　　　　　　　　　　　　　となる。」
　ところがフーリエ級数が収束しない例も数多く知
られている。デュボアレイモン（Du Bois Reymond, 
1876）はフーリエ級数が１点で発散するフーリエ

Σ cnen=_N

inxN
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（5） f (γ)=
1
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f (x)e dx ,

dγf (x) =
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f (γ)e

_

1

2π _

_iγx∞

∞

∞

∞

iγx

（6） ( f *g)(x) = f (x _ y)g (y)dy_

∞

∞

級数をもつ連続関数の存在を示し，連続関数のフー
リエ級数が概収束するかという問題を提起した。コ
ルモゴロフ（1926）はフーリエ級数がいたるとこ
ろで発散するルベーグ可積分関数の例を与えた[1]。
　カールソン（Carleson, 1966）は L2 [0, 2 π]空間の
関数 f のフーリエ級数が概収束することを示し，
収束に係わる長年の問題に事実上（少なくとも筆者
の知識では）終止符を打ったように見える。フーリ
エ級数の収束に係る難関は ,フーリエの時代に克服
できる性質のものではなく事実満足できる解決に達
するには一世紀半もかかったのである[2]。

【フーリエ積分】

　再び時代を遡って周期関数のフーリエ級数は当初
はオイラーやラグランジュの研究対象であった。定
義域が（－∞,∞）の関数のフーリエ積分による表
示はフーリエ自身のものである。彼は級数からの極
限手続きでそれを得た。その方法はいまの教科書に
見られるものと同じである。

フーリエ積分による表示はフーリエ級数の収束に対
するものと類似した条件のもとで成り立つ。パーセ
バルの式の類似物は，プランシュラル（Plancherel, 
1910）による。fが L2 = L2（－∞,∞）に属するとする。
（5）で積分範囲を[－n, n]して得られる列　　　　
と　　　　は前者がある関数 fに収束し，後者は f

に収束し（ともに L2のノルムで）　　　　　　とな
るというものである。パーセバルの式やプランシュ
ラルの式は工学の信号処理の教科書にも盛んに現れ
る。
　フーリエ積分は興味ある性質をもつ。L1= L1（－∞,
∞）を区間（－∞,∞）で（ルベーグ）可積分な複素数
値関数の集合とする。L1の任意の関数 f に対して，
フーリエ変換 f が定義され連続関数である。変換 f

→ fは線形である。すなわち，f +gの変換は f +gで
あり，任意の複素数 cに対してc fの変換はc fであ
る。再び，fと gが L1の関数ならば，畳み込み

も L1の関数で，f *gのフーリエ変換は普通の積 f g

となる（チェビシェフ（1890））。さらに，f (x+a)
の変換は e iaγf であり，導関数 f '(x)が L1に属する
ならば，その変換は iγfとなる。最後の性質は，微
分方程式の解法に応用される。

【応用など】

　フーリエ級数やフーリエ積分は，現在の科学技術
のいたるところで応用され有用な結果を与えている。
ボーア（Harald A Bohr）による概周期関数に対する
フーリエ級数の理論（1924-26），ボッホナーの定理
（1932）によるフーリエ積分の確率論への応用，数
理物理学の多くの問題に現れる積分方程式の求解へ
の応用，ポアソンの和公式（1823），ヤコビの　( t )
関数についての等式，シャノンのサンプリング定理
をはじめとする信号理論への応用（たとえば有限時
間信号と有限帯域信号についての議論[9]），フェエ
ール－リースによる定理（1916）やセゲ（Szegö）
の拡張（1921），ペーリー－ウイナーの定理（1934）
などの線形システムの設計や定常過程の予測の問題
への応用[6]など枚挙にいとまがない。さらに，ラ
ドン変換とＸ線CT，時間周波数解析，白色ガウス
ノイズに駆動される系の出力である非線形ノイズの
ウイナー－エルミート展開，もフーリエ級数の延長
上にあって信号理論に係る大きな話題である。1/f
ゆらぎ（ f は周波数）をもつ現象が半導体や生命体
で観測されるという報告があり，その生成機構が課
題になっている。武者ら[8]は調和振動子の結合系
で 1/fノイズが生成されることを示している。文献
は手元にあるが力不足でまだ読めない。
　　　＊＊＊
　ベルの読み物 [4] には「フーリエは1830 年 5月
16日，63歳のときに心臓病で死んだ。フーリエは，
その仕事が非常に基本的なものであったため，その
名がどの文明国でも形容詞になっているほど，選ば
れた数学者の一人である」と結ばれている。

【おわりに】

　スペクトル解析は信号処理の中心的課題の一つで，
信号を種々の周波数成分に分解して表現する方法に
かかわっている。筆者は基礎工学部生物工学科在職
中，信号解析の講義を担当していたこともあり，そ
の背景となるスペクトル解析の研究の歴史をその時
代の知識にしたがって追ってみたいという願望があ

{ fn (γ)}

{ fn (x)}
2 2f = f
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った。基礎工学部在職中に研究室の大学院生とのゼ
ミであるいは畏友小林欣吾氏とフーリエ級数にかか
わる本を読んだ思い出もある。本稿はこれらの本の
うち [1][6][7] と，数学と数学者についての啓発書
[2-4]に基づいて随筆風にまとめてみたものであるが，
書き始めてすぐに後悔をした。手元の本や教科書で
はいずれも古典の問題が現代風に焼き直して記載さ
れているからで，また，フーリエ級数研究の歴史は
数学の歴史にも密着しており私の能力でまとめられ
るものではないと悟ったからである。つまり，時代
の知識にしたがって追ってみるという願望は無謀で
あることに気づいたのである。ともあれ，拙稿を読
んでいただける方がおられれば種々お叱りをうけ将
来のチャレンジの糧としたい。
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