
図1: 通常データの区間回帰

1．はじめに

　不確実性といえば，確率を連想される人が多い．
しかし，非確率的な不確実性あるいは，確率の規則
に従わない不確実性モデルも存在する．1990 年代
に家電製品などでブームとなったファジィ理論がそ
のようなモデルの一つである．著者は非確率的な不
確実性の下での意思決定支援に役立つ手法について
研究している．特にファジィ情報の下での最適化や
識別不能性に基づくデータ解析法を与えるラフ集合
などの研究が主である．本稿では，回帰問題を取り
上げ，従来法とは異なった可能性概念に基づく区間
回帰分析[1, 2] を紹介する．

2．バラツキを可能性でとらえる

　非確率的な不確実性を扱うモデルの大半は，与え
られた起こりうる範囲から導かれる事象の可能性と
必然性という互いに双対な二つの様相概念で取り扱
われる．ここで取り上げる区間回帰分析では，説明
変数に応じて定められる目的変数の取りうる範囲を
定めようとするものである．
　通常の回帰分析では，目的変数 yと説明変数ベク
トル xとの間に y＝ a

T
x＋ a0が成立すると仮定し，

与えられたデータ{( yi , xi ), i＝1, 2, . . . , n}に見合
ったパラメータ a, a0が求められる．すなわち，yi 

と a
T
xi＋ a0とのズレεi＝ | yi－ a

T
xi－ a0 |は誤差と

考えられ，この総和あるいは二乗総和が最小になる
ように a, a0が推定される．
　一方，区間回帰分析[1] では，説明変数ベクトル
xから目的変数 yが厳密に一つの値に定められる
ほど関係が精密でなく，xから yの取りうる範囲
Y (x)が推定できるに過ぎないと考える．すなわち，
x と y の関係自体が不明確さを伴っていると考え，
区間関数  Y (x)＝Σj＝1  Aj x j  ＋ A0  により Y (x) を
推定する．ただし，x＝ ( x1 , x2 , . . . , xm )Tであり，
Ai ＝ [a i ,  a i ], i ＝ 1, 2, . . . , m である．区間Ajを
中心 a j ＝ ( a j ＋ a j  )/2 と幅 a j ＝ a j － a j を用い
て，A j ＝〈a j  , a j 〉と表記すれば，次式が得られる．

　データ{( yi , xi ), i＝1, 2, . . . , n}が与えられたと
き，Y(x)が目的変数変数 yの取りうる範囲を示すた
めには，yi∈ Y(xi), i ＝ 1, 2, . . . , nを満たす必要が
ある．この条件を満たす関数は無限に存在するので，
Y(xi)の幅の総和Σi＝1Σj＝1  a j    |  x j  |＋ a0 を最小
にするように，a j , a j ,  j＝0, 1, . . . , mが定められ
る（図1参照）．ただし， xi＝ ( xi 1, xi 2, . . . , xi m)T,
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図2: 可能性モデルと必然性モデル

i ＝ 1, 2, . . . , nである．この問題は線形計画問題と
なり，比較的容易に解を求めることができる．

3．区間データに対しては二つのモデル

　官能検査，感性工学，意思決定などにおいて嗜好
度や選好度などの評価モデルを作成する際には，説
明変数ベクトル xiに対する目的変数の値を区間値
Yi＝[ y i , y i  ] で測定した方が望ましい場合がある．
また，考慮していない要因により説明変数ベクトル
xiに対する目的変数の値がある範囲 Yiで変動する
ような場合も考えられる．これらの場合，区間デー
タ{(Yi, xi),  i ＝ 1, 2, . . . , n} を扱うことになる．
　区間データに対しても，区間関数による回帰分析
がいくつか考えられる．まず，与えられた Yi , i ＝
1, 2, . . . , nと理論式 Y (x)とから起こりうる最小の
範囲を推定することが考えられる．この場合，Yi⊆
Y (xi),  i ＝ 1, 2, . . . , nを満たす範囲で，幅の総和
を最小にする a j , a j ,   j＝0, 1, . . . , mを求めれば
よいことになる（図2参照）．この問題は次の線形
計画問題に帰着され，得られた Y (x) は可能性モデ
ル[1] と呼ばれる．

　ここで，便宜上，x i 0 ＝ 1, i ＝ 1, 2, . . . , nと定め
ている．以降も同様である．
　一方，与えられた Yi ,  i ＝ 1, 2, . . . , nと理論式
Y (x) とから間違いなく起こると考えられる最大の
範囲を推定することも考えられる．この場合，Yi ⊇
Y (xi),  i ＝ 1, 2, . . . , nを満たす範囲で，幅の総和
を最大にする a j ,  a j ,   j＝0, 1, . . . , mを求めれば
よいことになる（図2参照）．この問題は次の線形
計画問題に帰着され，得られた Y (x) は必然性モデ
ル[1] と呼ばれる．

　可能性モデルは常に存在するが，必然性モデルは
存在するとは限らないことに注意しよう．

4．誤差最小化で扱えないか？

　区間回帰分析では，通常の回帰分析と異なり，評
価関数に誤差最小化という概念を用いていないが，
誤差最小化という観点では同様な手法が得られない
のであろうか？　そこで，観測された Yi は理論区
間 Y (xi) に区間誤差 E i が加わって得られていると
考える．すなわち，

とし，次の区間絶対誤差和最小化問題を考える[2]．

ここで，E i  ＝[e i , e i ] とすると，その絶対値 |  E i   |
は次式で与えられる．
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　問題(5)は区間値の最小化問題で，その意味が明
確ではない．このような場合，区間値の最小化に対
してある解釈を導入して問題を扱うことになる．こ
こでは，問題(5)を次の問題として解釈する．

lex-min は辞書式最小化を意味し，まず第1成分の
評価関数（第1評価関数）を最小化し，それが最適
値を取るという条件の下で第2成分の評価関数（第
2評価関数）を最小化していくことを表す．この問
題は2段階線形計画問題に帰着でき[2]，たとえば，
シンプレックス法により解くことができる．これに
より得られた Y (x) はミンコフスキー差モデルと呼
ばれている．
　この問題に対して，次式が成立する．

すなわち，Y (xi)⊆ Yi , i ＝1, 2, . . . , nとなる解が存
在すれば，第1評価関数が最適値0を取り，Y (xi)⊆
Yi , i ＝1, 2, . . . , nの下で，第2評価関数を最小化，
すなわち各 Y (xi)を Yiに近づける問題になる．
　さらに，第2評価関数と問題(3)の評価関数との
関係を調べると，Y (xi)⊆ Yi , i ＝1, 2, . . . , nが満
足される場合は，ミンコフスキー差モデルの方が必
然性モデルより Y (xi) を Yiの中央付近に配置する
傾向にあることがわかる[2]．また，問題(7)では，
Y (xi)⊆ Yi , i ＝1, 2, . . . , nを満足できない場合に
も，この条件の違反度が第1評価関数の意味で小さ
くなる Y (x)が得られるというメリットがある．
　次に，可能性モデルに対応するものを考えよう．
区間の加減算には，元の区間の幅を常に増大すると
いう性質がある．これに注意すると，(4)の区間誤
差E i  は Yi の幅が Y (xi)の幅以上である場合にしか
定義できないことがわかる．Yi の幅が Y (xi)の幅よ
り小さいときの区間誤差E i   は，

により定めれば良い．
　ミンコフスキー差モデルと同様に，

を考え，|  Ei    |＝[δi ,δi ] として，

となる辞書式最小化問題を定式化する．このとき，

が得られる．a j ,  j＝1, 2, . . . , mを十分大きくすれ
ば，Y ( xi )⊇ Yi ,  i ＝ 1, 2, . . . , nを満たすので，問
題(12)は Y ( xi )⊇ Yi ,  i ＝ 1, 2, . . . , nの下で，問題
(12)の第2評価関数の最小化，すなわち各 Y ( xi )を
Yiに近づける問題になる．
　このように問題(2)と類似した問題が得られ，や
はり線形計画問題に帰着される．これにより得られ
た Y (x )は双対ミンコフスキー差モデルと呼ばれる．
第2評価関数と問題(2)の評価関数との関係を調べ
ると，双対ミンコフスキー差モデルの方が可能性モ
デルより Yiが中央付近になるように Y ( xi ) を推定
する傾向にあることがわかる[2]．
　本節で述べた方法を通常データに適用すると，ミ
ンコフスキー差モデルは絶対誤差和最小化によるモ
デルと一致し，双対ミンコフスキー差モデルは前節
で述べた区間回帰モデルと類似したモデルになる．

5．誤差最小化による新しいモデル

　式(4)と式(10)とを併せると，

が得られる．ここで，E i ≠ [0, 0] であるときは，
E i ≠ [0, 0 ] となり，E i ≠ [ 0, 0 ] であるときは，
E i ≠ [ 0, 0 ] となるものと定める．
　式 (15) に関しても次の区間誤差和最小化問題を
考えることができる．

|  E i   ＋ E i   |＝[γi ,γi ] と定め，先と同様に辞書式
最小化問題を考えることもできるが，残念ながら，
組合せ問題となり，簡単に解くことはできない．代
わりに次の問題を考えると，帰着問題は線形計画問
題になる．

－92－

生産と技術　第65巻　第３号（2013）

i＝1 i＝1

n n

(7)lex-min ( )εi , 　　εi
L R

i＝1 i＝1

n n

(12)lex-min ( )δi , 　　δi
L R

εi　＝ 0 ⇔ Y ( xi )⊆ Yi
L

εi　＝ 0 ⇔ Y ( xi )＝ Yi
R

(8)

(9)

L

R

Y (xi)＝ Yi －E i  
R (10)

minimize

i＝1

n

R|  Ei    | (11)

|  E i   ＋ E i   |minimize

i＝1

n

L R (16)

R RL

δi　＝ 0 ⇔ Y ( xi )⊇ Yi
L

δi　＝ 0 ⇔ Y ( xi )＝ Yi
R

(13)

(14)

W

Y (xi)＋ E i  ＝ Yi － E i 
L R (15)

L

R

L

R

L R L R



図3: 区間回帰の結果

(b) ミンコフスキー差モデル

(c) 可能性モデル，双対ミンコフスキー差モデル (d) 対称ミンコフスキー差モデル

(a) 必然性モデル

これにより得られた Y (x )は対称ミンコフスキーモ
デルと呼ばれる．問題(17)の評価関数に関して，

が成立するので，Y (xi)＝ Yi , i ＝1, 2, . . . , nをめ
ざしていることがわかる．
　式 (4)，(10) では，すべての iに関して共通に，
Y ( xi ) の幅が Yi の幅以下，あるいは Yi の幅以上で
あることが仮定されたが，式 (15) では，iごとに，
Y ( xi ) の幅が Yi の幅以下であっても，Yi の幅以上
であっても良いことに注意しよう．したがって，問
題(17)は，問題(7)，(12)より緩く自然な条件の下
で，各 Y ( xi )を Yiに近づける問題と解釈できる．

このモデルは通常データに対しても適用でき，絶対
誤差和最小化によるモデルと一致する．

6．数値例

　表 1 のデータに対して区間関数 Y ( x ) ＝ A0＋
A 1x ＋ A 2x

2を想定し，各手法で回帰した結果を
図3に示す．必然性モデルとミンコフスキー差モデ
ル，可能性モデルと双対ミンコフスキー差モデルは，
それぞれ同じあるいは類似した結果となる．
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minimize

i＝1

n

R (17)

γi　＝ 0 ⇔ Y ( xi )＝ Yi
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表1: データ

1
1.5
2

[0.35, 0.56]
[0.37, 0.6]
[0.41, 0.89]

4 
4.5
5

[0.2, 0.46]
[0.22, 0.38]
[0.22, 0.33]

2.5
3
3.5

[0.19, 0.29]
[0.24, 0.32]
[0.2, 0.27]

xi Yi xi Yi xi Yi



7．おわりに

　可能性概念を用いた区間回帰分析について述べ
た．区間回帰モデルでは区間演算の性質から原点か
ら離れた xiほど，Y ( xi ) の幅が広くなるという性
質があり，原点に近いほど幅が小さかったり，中ほ
どで幅が最大になる場合には工夫が必要になる．ま
た，異常データを含む場合は，解が得られなかった
り，不自然な区間関数が得られてしまう．バラツキ
をどこまで可能性でとらえるかが課題となる．区間
誤差を導入したモデルでは絶対誤差和を用いたが，
二乗誤差和やM推定法の評価関数などを導入する
こともできる．区間回帰分析の考え方は，ニューラ
ルネットワークやSVMにも適用され，数多くの研
究がなされている．
　本稿では，区間回帰分析を取り上げ，可能性と必

然性の概念の適用例を示したが，これらの概念は
OR，システム工学，情報工学，知能工学における
不確実性を伴う種々の問題に幅広く導入されてい
る．これらの手法は，従来法に対立するものではな
く，従来法を補う目的で開発されている．
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